Vzorkovani, aliasing a antialiasing
Oldfich Plchot, FIT VUT Brno

V tomto cviceni si ukazeme zakladni postupy pro zpracovani analogového signalu, jeho prevedeni do
diskrétni podoby a naslednou rekonstrukci. Budeme se také zabyvat problémy, které pti tomto postupu
nastavaji a predvedeme si zpusoby, jak jim predchazet nebo je Uplné odstranit.

1 Vytvoreni analogového signalu

Matlab ze své podstaty nemuze pracovat se spojitymi signaly. Vygenerujeme jej tedy proto jako diskrétni
signal s velmi malou vzorkovaci periodou a abychom si pfedvedli vzorkovani, tak jej budeme podv-
zorkovavat.

Méjme zadany spojity signdl pomoci funkce:
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Vytvorme si tedy funkci v Matlabu, kterda nam bude generovat hodnoty této funkce. Nasledujici definici
funkce zkopirujte do souboru nazvaného funx.m a ulozte jej nékde, kde ho matlab uvidi a nebo spravné
nastavte cestu.

function outp = funx(t)
outp = ((3/2)+((3/10)*sin(2*pix*t))+sin(((2*pi)/3)*t)-sin(((2*pi)/10)*t)) .*sinc(t);

Ted si muzete zkusit funkci zobrazit:

t = [-5:0.001:5];
plot (t,funx(t),'k-")
xlabel('Time"')
ylabel('Amplitude')

2 Analyza naseho spojitého signalu

Pred tim, nez viubec za¢neme s jakymkoliv vzorkovanim bychom si méli polozit otazku ohledné toho, jaky
signal vzorkujeme a jestli jsme schopni zjistit z jakych frekvenci je seskladan. Pokud dokazeme signél
dobte zanalyzovat, tak dokazeme navrhnout takovou vzorkovaci periodu nebo frekvenci, ze pii zpétné
rekonstrukci nami navzorkovaného signalu dostaneme presné puvodni analogovy signdl. Konkrétné nds
samoziejmé bude zajimat splnéni vzorkovaciho teorému, ktery tika, ze vzorkovaci frekvence musi byt
alespon dvakrat vétsi nez nejvétsi frekvence zastoupend ve vzorkovaném signalu. Neboli:

QS > 2wmaw7
kde wpq. je nejvyssi frekvence, kde ma jesté signal néjakou energii.
Tedy jesté jednou — méjme definovanou funkci:
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kterou si muzeme rozepsat jako
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Fourierovou transformaci funkce z(t) ziskdme jeji Fourieruv obraz
Flio) = [ altje )

ktery se d& analogicky podle konvolu¢niho teorému rozepsat

F(jo) = 5-Fi(jo) * Fy(ji), (7

kde operace * znaci konvoluci.
Diky tomu muzeme vypocitat Fourierovou transformaci oddélené pro kazdou funkci x1(t) a zo(t)
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nabyva hodnot

0  pro |k| >3
rect(k) =M(k) =< 1,0 pro |k| =3 (10)
1 pro k| <1

Konvoluce s Diracovym impulsem ma specificky vysledek
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Vysledny Fourieruv obraz (7) bude sou¢tem obdélnikovych funkei s ruznou amplitudou a sitkou

F(jw):?wm(w)ﬂ?{—gm(%H)—j%m(%—l)Jr

(2D (L oD (2 ) an (2L .
T\ oy ) 7T oy T3) T  \ar T0) T o T 10/

Podle hrani¢ni podminky (10) vychazi nejvyssi maximélni frekvence wypay
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Vzorkovaci frekvence 2 by pak méla spliovat vzorkovaci teorém

Qs > 67 = 2 Wiax, (15)

fs >3, (16)
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3 Vzorkovani

Jakmile jsme se dozvédéli, jak velkd musi byt nase vzorkovaci perioda, aby byl splnén vzorkovaci teorém,
muzeme prikroc¢it k samotnému vzorkovani. Vzorkovaci periodu zvolme tieba Ty = 1/4 a navzorkujme
“spojitou” funkei x(t) jako x[n] = x(nTy).

Ts = 1/4;

n = [-5/Ts:1:5/Ts];
stem(n,funx(n*Ts), 'k-")
xlabel('n');

ylabel ('Amplitude')

3.1 Rekonstrukce navzorkovaného signalu

Frekvencéné omezeny signal muze byt presné rekonstruovan pomoci vztahu 18. Musi byt samoziejmé splnén
vzorkovaci teorém, coz jsme si ponékud slozitou teorii v tomto ptipadé zajistili.
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Rekonstruovany spojity signdl z(t) se tedy skldadd z nekonectného mnozstvi skdlovanych a posunutych
impulznich odezev. Vytvorime si tedy funkci, pomoci které budeme rekonstruovat nas signal. Opét ulozte
tuto funkci do souboru recon.m, a to do adresare tam, kde ji matlab uvidi.

function xr = recon(t,range,xn,Ts)
% Suma pres interval, cas t a vzorky xn.
tmp = 0;
for n = -range:range;

tmp = tmp + (xn(round(length(xn)/2)+n).*sinc((t-n*Ts)/Ts));
end
Xr = tmp;

A nyni, jakmile mame funkci vytvorenou, muzeme zkusit néds navzorkovany signal rekonstruovat:

clc;

t = [-5:0.001:5];
n=[-5/Ts:1:5/Ts];
xn = funx(n*Ts);

% postupne tisknout funkci pres vetsi interval abyste videli, jak se vysledek
% zpresnuje (zvetsujte druhy parametr funkce recon)

hold off

plot(t,funx(t),'k--"') Jvytiskneme originalni signal

hold on

plot(t,recon(t,2,xn,Ts), 'k-")

4 Aliasing a antialiasing

Aliasing je jev, kdy je vlivem vzorkovani puvodni frekvence spojitého signdlu nahrazena uplné jinou
frekvenci. K Aliasingu dochéazi pti nedodrzeni vzorkovactho teorému. Nejprve se podivame na nékolik
ukazek aliasingu. Prvni bude demo s jednoduchou kosinusovkou. Rozbalte si archiv condis-v200.zip a
v matlabu se piepnéte do adresiie s demem. Potom spustte demo pomoci con2dis. Experimentujte s
aplikaci a sledujte kdy dochazi k aliasingu.



Druha ukézka aliasingu bude na 2D signdlu - obrazku. Zde bude také dochazet k aliasingu vlivem
prevzorkovani a to konkrétné pii zmensovani obrazu. Stahnéte si ze stranek projektu demo image_aliasing.m
a obrazek barbara.gif. Demo spustite zavoldanim skriptu image_aliasing. Miuzete demo upravit tak,
aby misto zobrazovani obrazku vytvorilo kratka videa. V tomto piipadé snizte krok, po kterém jsou gen-
erovany jednotlivé obrazky ze 100 na napiiklad 5 a zakomentujte zobrazovani obrazku. Podatilo se vam
vytvorit video? :-)

Nyni budeme pokracovat s ruc¢ni praci, podivame na priklady z prednasky a ukdzeme si pripady kdy
aliasing nenastane, kdy nastane a potom jej odstranime filtrem typu dolni propust.

4.1 Pripad kdy je vsechno OK
Nejprve tedy piiklad kdy ndm to vyjde. Nadefinujeme frekvence, osy, indexy:

Fs = 8000; fmax = 3000;

Os = 16000 * pi; omax = 6000 * pi;
o = (-400:400)/100 * Os; % presne 100 bodu na jednu periodu.
gj0 = find (0==0);

zind = (-300:300) + gjO; %indexy na zobr.
zob = o(zind); 7 omegy na zobr.

hvytvorime Hammingovo okno

X = zeros(size(o0));

kam = (-37:37) + gjO; X(kam) = hamming(2%37+1);

subplot(411); plot (zob, X(zind)); axis tight

% ted periodizovane - okolo -3,-2,-1,0,1,2,3

T = 1/Fs;

Xs1l = zeros(size(o)); Xs2=Xs1l; Xs3=Xs1;Xs4=Xs1;Xsb=Xs1;Xs6=Xsl1l; Xs7=Xs1;
kam = (-37:37) + gjO - 300; Xsi(kam) = 1/T * hamming(2%37+1);

kam = (-37:37) + gjO - 200; Xs2(kam) = 1/T * hamming(2*37+1);

kam = (-37:37) + gjO - 100; Xs3(kam) = 1/T * hamming(2%37+1);

kam = (-37:37) + gjO - 0; Xs4(kam) = 1/T * hamming(2x37+1);

kam = (-37:37) + gjO + 100; Xs5(kam) = 1/T * hamming(2%37+1);

kam = (-37:37) + gjO + 200; Xs6(kam) = 1/T * hamming(2%37+1);

kam = (-37:37) + gjO + 300; Xs7(kam) = 1/T * hamming(2%37+1);

Xs = Xsl + Xs2 + Xs3 + Xs4 + Xsb + Xs6 + Xs7;

subplot(412);

plot(zob,Xs1(zind), 'b',zob,Xs2(zind), 'b',zob,Xs3(zind), 'b',zob,Xs4(zind), ...
'p',zob,Xs5(zind), 'b',zob,Xs6(zind), 'b',zob,Xs7(zind), 'b',zob,Xs(zind),'r'); axis tight
% vytvorime si rekonstrukcni filtr

H = zeros(size(0));

H((-50:50) + gjo0) = T;

subplot(413); plot(zob,H(zind)); axis tight

% a vyfiltrujeme zpatky nas originalni signal

Xr = H .x Xs;

subplot(414); plot(zob,Xr(zind)); axis tight

+ + + + + +

4.2 Pripad, kdy dojde k aliasingu

Tentokrat nas signal bude mit ne 3000, ale rovnou 7000Hz. Protoze ponechame vzorkovaci frekvenci na
8000Hz, tak dojde k aliasingu.



X = zeros(size(0));

kam = (-87:87) + gjO; X(kam) = hamming(2%87+1);

subplot(411); plot (zob, X(zind)); axis tight

% ted periodizovane - okolo -3,-2,-1,0,1,2,3

T = 1/Fs;

Xs1l = zeros(size(o0)); Xs2=Xsl; Xs3=Xs1;Xs4=Xs1;Xsb=Xs1;Xs6=Xsl; Xs7=Xs1i;

kam = (-87:87) + gjO - 300; Xsil(kam) = 1/T * hamming(2%87+1);
kam = (-87:87) + gjO - 200; Xs2(kam) = 1/T * hamming(2*87+1) ;
kam = (-87:87) + gjO - 100; Xs3(kam) = 1/T * hamming(2%87+1) ;
kam = (-87:87) + gjO - 0; Xs4(kam) = 1/T * hamming(2*87+1) ;

kam = (-87:87) + gjO + 100; Xsb(kam) = 1/T * hamming(2%87+1);
kam = (-87:87) + gjO + 200; Xs6(kam) = 1/T * hamming(2*87+1);
kam = (-87:87) + gjO + 300; Xs7(kam) = 1/T * hamming(2%87+1);

Xs = Xsl + Xs2 + Xs3 + Xs4 + Xsb + Xs6 + Xs7;

subplot (412);

plot(zob,Xs1(zind),'b',zob,Xs2(zind), 'b',zob,Xs3(zind),'b',zob,Xs4(zind), ...
'b',zob,Xs5(zind), 'b',zob,Xs6(zind), 'b',zob,Xs7(zind), 'b',zob,Xs(zind),'r'); axis tight
% filtr

H = zeros(size(0));

H((-50:50) + gj0) = T;

subplot(413); plot(zob,H(zind)); axis tight

% rekonstrukce

Xr = H .x Xs;

subplot(414); plot(zob,Xr(zind)); axis tight

Vysvétlete, jak vznikl vysledny aliasovany signal. Zamyslete se nad tim, kde byste Hammingovo okno
ufezali, abyste dostali pii rekonstrukei alespon néco rozumného.

4.3 Antialiasingovy filtr

Abychom se zbavili nezadouciho efektu, kdy se nam periodizované signéaly prekryvaji, tak je musime
otezat. Otez provedeme filtrovanim pomoci dolni propusti. Musime dosdhnout toho, ze kdyz nakopirujeme
po vzorkovaci frekvenci ofezané signaly vedle sebe, tak by se neptrekryvaly a tim padem se mezi sebou
nemohly ndsobit a zbusobovat tak vznik uplné jiného signalu, nez byl nas puvodni. Timto postupem sice
ztratime moznost stoprocentné zrekonstruovat puvodni signél, ale vysledek po rekonstrukei bude narozdil
od vysledku v prechozim prikladé nas origindlni signal stale pfipominat.



% puvodni signal

X = zeros(size(0));

kam = (-87:87) + gjO; X(kam) = hamming(2x87+1);
subplot(511); plot (zob, X(zind)); axis tight
%% orezane Hammingovo okno

aux = hamming(2*87+1); aux = aux (88-49:88+49);
Xaa = zeros(size(0));

kam = (-49:49) + gjO; Xaa(kam) = aux;
subplot(512); plot (zob, Xaa(zind)); axis tight
% ted periodizovane - okolo -3,-2,-1,0,1,2,3

T = 1/Fs;

Xs1l = zeros(size(o0)); Xs2=Xsl; Xs3=Xsl;Xs4=Xs1;Xs5=Xs1;Xs6=Xsl; Xs7=Xsl;

kam = (-49:49) + gjO - 300; Xsi(kam) = 1/T .* aux;
kam = (-49:49) + gjO - 200; Xs2(kam) = 1/T .* aux;
kam = (-49:49) + gjO - 100; Xs3(kam) = 1/T .* aux;
kam = (-49:49) + gjO - 0; Xsd4(kam) = 1/T .* aux;
kam = (-49:49) + gjO + 100; Xsb(kam) = 1/T .* aux;
kam = (-49:49) + gjO + 200; Xs6(kam) = 1/T .* aux;
kam = (-49:49) + gjO + 300; Xs7(kam) = 1/T .* aux;
Xs = Xs1 + Xs2 + Xs3 + Xs4 + Xsb + Xs6 + Xs7;

subplot(513);

plot(zob,Xs1(zind),'b',zob,Xs2(zind), 'b',zob,Xs3(zind),'b',zob,Xs4(zind),'d', ...
zob,Xs5(zind), 'b' ,zob,Xs6(zind), 'b',zob,Xs7(zind), 'b',zob,Xs(zind),'r'); axis tight
% filtr

H = zeros(size(o0));

H((-50:50) + gjO) = T;

subplot(514); plot(zob,H(zind)); axis tight

% rekonstrukce

Xr = H .*x Xs;

subplot (515); plot(zob,Xr(zind)); axis tight

5 Kvantovani

Ve zpracovani signalt je kvantovani proces, kdy se snazime reprezentovat spojity interval hodnot, nebo
velké mnozstvi diskrétnich hodnot relativné malou mnozinou diskrétnich symboli nebo celych ¢isel. Typ-
ické pouziti kvantovani je prevod diskrétniho signdlu (coz je navzorkovany spojity signdl) do digitalni
podoby, kterou muzeme naptiklad ulozit na pevny disk pocitace. Prikladem muze byt tfeba hudebni CD,
na kterém je ulozen navzorkovany analogovy signal (vzorkovaci frekvence je 44100 Hz) a kazdy je ulozen
(nakvantovan) na 16 bitech. Kazdy vzorek tedy muze nabyvat jednu ze 65536 hodnot.

Jednoduchym zpusobem kvantizace je uniformni kvantizace. Pfedpokladejme, ze hodnoty naSeho
signélu se mohou ménit v intervalu [a, b, tak kvantiza¢ni funkce bude mit tvar

T—a b—a
122 0] fe e

kde N reprezentuje pocet bitu, na kterych bude ulozena navzorkovand hodnota. Signal je rozdélen do N
intervalu, které jsou rovnomeérné rozlozeny. Tato kvantizacni funkce pracuje nasledovné:

Signal je preveden do intervalu [0, 1]

Nasgkalovan do rozsahu [0, 2V — 1]

Otezem desetinné ¢érky (funkce floor) vyjadren celociselné

Kvantovany signal je znovu preveden zpét do intervalu [a, b]
6



Kvantiza¢éni funkci zapiseme v matlabu:

function outp = my_quantization(x, a, b, N)
outp = floor(((2°N)-1)*(x-a)/(b-a))*(b-a)/((2°N)-1) + a;

5.1 Kwvantovani zvuku

Nactéte si zvukovy signdl a postupné jej kvantujte na 4 a 2 bity. Vzdy si poslechnéte vysledek. Zkuste
si taky poslechnout rozdil puvodniho a nakvantovaného signalu. Mruzete si také zpocitat chybu mezi
puvodnim a nakvantovanym signalem.

% kvantizace audia

load handel;

soundsc(y, Fs);

x = size(y);

N = 4;

yq = zeros(x(1),1);

for k = 1:x(1)
yq(k) = my_quantization(y(k), -1, 1, N);

end

soundsc(yq, Fs);

soundsc(y-yq, Fs);

5.2 Kvantovani obrazu

Podobné jako u zvuku si nactéte libovolny obrazek a ulozte jej naptiklad na 4 nebo 2 bitech a zobrazte
vysledek. Zobrazte také rozdil mezi nakvantovanym a puvodnim obrazkem. Opét muzete spocitat chybu
mezi puvodnim a nakvantovanym obrazkem na ruznych poctech bitt.

% kvantizace obrazku
I=imread('lena.gif');

imshow(I);
x = size(I);
N = 2;

I=double(I);
IQ = zeros(x(1),x(2));
for k=1:x(1)
for 1=1:x(2)
IQ(k,1) = my_quantization(I(k,1), O, 255, N);
end
end
I=uint8(I);
IQ=uint8(IQ);
imshow (IQ) ;

6 Reference
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