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Casovy odhad autokorelaénich koeficienti I

pro ergodicky nahodny proces s diskrétnim ¢asem.
L

N —
Z x[n + kl,

kde N je pocet vzorki, které mame k disposici, se nazyva vychyleny odhad (biased
estimation). KdyZ totiZ odsouvame signaly od sebe, odhadujeme R(k) pouze z N — k
vzorku. Délime v3ak stdle IV, takze se hodnoty ke krajim budou sniZovat.

je nevychyleny odhad, kdy se déli skutecne pouzitym poctem vzorkl. Krajni
koeficienty Kk — N — 1, k — —N + 1 jsou ale zatiZeny zna&nou chybou (protoZe se k
jejich odhadu pouZivd malo vzorki!), proto davdme p¥ednost vychylenému odhadu.
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Spektralni hustota vykonu — spojity éas.

| u ndhodnych procesii nds bude zajimat chovani ve frekvenéni oblasti, ale:

e nemiZeme pouZit FR, protoZe ndhodné signély nejsou periodické.
e nemiZeme pouzit ani FT, protoZe ndhodné signdly maji nekoneénou energii (FT na
tyto signaly $la aplikovat, ale pouze ve specidlnich pFipadech)

Budeme uvaZovat pouze ergodické ndhodné signaly, realizaci x(t).
Odvozeni spektralni hustoty vykonu (power spectral density — PSD)
e definujeme interval o délce T, vezmeme pouze lsek od —7'/2 do T'/2:

x(t) pro |t| <T/2

xr(t) =
0 jinde



. - . —.———.-.-——»

0 t
-0.5T +0.5T

e definujeme Fourieriiv obraz:

+o0
Xy (jew) = / (DTt dt

— 00

e definujeme spektrdlni hustotu energie (viz pfednaska o FT):

[ == o [ el Xr(cjudo = [ Lato)do

.—% .

L1 (w) nazyvame (dvoustrannd) spektralni hustota energie
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ot = X2

e pokusime se “natdhnout” T aZ do oo. V tomto pFipad& by ale energie (i jeji hustota)

rostly nade v8echny meze. Definujeme tedy (dvoustrannou) spektralni hustota
vykonu délenim T (analogie P = E/T):

Lr(jw)
T

Gr(jw) =

e nyni uz mizeme “natazeni’ provést a spocitat spektrdlni hustotu vykonu nejen pro
usek délky T, ale pro cely signal:

. . | | Xr(jw)|?

Vlastnosti G(jw)
e Pro spektralni funkci redlného signdlu X (jw) plati:
Xr(jw) = X7p(—jw)

G(jw) je prakticky ddna jejimi hodnotami na druhou, bude tedy €isté redlna a suda.
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e Vykon ndhodného procesu v intervalu [wy, ws] miZeme spoditat jako:

Py wo] = G(jw)dw +/ G(jw)dw = 2 G(jw)dw.

w1 — w9 wi

e Pro celkovy stredni vykon nahodného signalu plati:
400
P :/ G(w)dw
— 00

e Casto je ve sd&lovaci technice a = 0. Pak je stfedni vykon roven rozptylu: P = D a
efektivni hodnota X.r = 0.



Wiener-Chinchinovy vztahy I

Spektralni hustota vykonu je vdzdna FT s autokorelaéni funkci R(7) (nékdy se tak dokonce
definuje — je to jednodussi nez limitni pfechod T' — o0):

+0o0
G(jw) = L R(T)e ?“Tdr
J 21 ) _

+o0
R(T) = / G(jw)etT dw

— o0



Spektralni hustota vykonu — diskrétni éas'

PSD ndhodného procesu s diskrétnim ¢asem budeme definovat pfimo pomoci
autokorelaénich koeficientd (vS§imné&te si terminologie: autokorelaéni funkce R(7) pro
spojity as, autokorelalni koeficienty R|k| pro diskrétni &as):

G(e!)= ) R[kle 7*F
k=—o00

(jakd je zde w kruhovd frekvence 7). G(e’*) je Fourierovou transformaci s diskrétnim
¢asem (DTFT) autokorela¢nich koeficientli. Pokud tyto odhadneme (souborovy odhad,

¢asovy odhad u ergodickych), miZeme G(e’*) spotitat.

Zpétny prechod od G(e’%) k autokorela&nim koeficientiim (zp&tnd DTFT):

1 i : :
Rlk] = %/ G (%) ek du



Pro tekouci vodu (R[k] odhadovany z jedné realizace):
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zoom od —F's/2 do F's/2:
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= tekouci voda m3 silnou hodné vykonu okolo 700 Hz, Ze by rezonance trubky ?
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vlastnosti G(e’“) jsou opét dany standardnimi vlastnostmi obrazu DTFT:

e autokorela&ni koeficienty jsou redlné, proto bude pro G(e’*) platit
G(e?) = G*(e™7%),

e autokorelagni koeficienty jsou symetrické (sudé), proto bude G(e/) viude redlna.

e z toho vyplyvd, Ze G(e’*) bude redlnd a sudd, podobng jako G(jw).

e je periodickd (s periodou 27, 1, F, 27 F, podle frekvence, kterou si vyberete)
protoze signal je diskrétni.

e Vykon ndhodného procesu v intervalu |wy, wo| miZeme spoéitat jako:

1 w9 1 — w1 . 1 w2 )
Py ws] = 7= G () dw + — G(e’*)dw = —/ G(e??)dw.

27 2T T Jo,

e Pro celkovy stredni vykon nahodného signalu platl’:
1 [

om J_

P = G(ew)d
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to je ale hodnota zpétné DTFT pro £ = O:

R|0] ! /7T G(e?)e™“%w = R[0]

:% -

takze jsme dostali vztah:
R|0] =P

13



Odhad spektrélni hustoty vykonu G(e’“) pomoci DFT

Méme-li k disposici realizaci ndhodného procesu x[n] o N vzorcich, miZeme PSD
odhadnout pomoci Diskrétni Fourierovy transformace (DFT — to je ta, co se jako jedind da

slusn& spoditat), pro pfipomenuti:

G(e?¥) dostaneme pouze pro diskrétni frekvence: wy, = < k:
A 1
G(e?“F) = —|X[K]J%.
(%) = I XK

Tento odhad byva né&kdy velice nespolehlivy (zaSumény), proto se asto vyuzivda Welchova
metoda — priimérovani odhadu PSD pt¥es nékolik ¢asovych usekil:

e Signal rozdélime na M usekl po NN prvcich a pro kazdy spocitdme DFT:

N-1
Xmlk] = Z xm[n]e_j%k” po 0<m<M-—-1
n=0
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e Odhad PSD spoditame:
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Ukazka pro odhad PSD z jednoho 320-vzorkového segmentu a z 1068 takovych segmentii:

one realization
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= odhad ziskany primérovanim je mnohem hladsi.
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Priuchod nahodnych signalu linearnimi systémy

e spojity cas: linedrni systém ma komplexni kmito&tovou charakteristiku H(jw). Pro
vstupni signal se spektralni hustotou vykonu G, (jw) je vystupni spektrdlni hustota
vykonu dana:

Gy(jw) = |H(jw)|*Ga(jw)

e diskrétni &as: linedrni systém ma komplexni kmitottovou charakteristiku H (e’“). Pro
vstupni signdl se spektrdlni hustotou vykonu G, (e’“) je vystupni spektraini hustota
vykonu dana:

Gy(e’”) = [H(e)[*Gu(e’™)

V obou pfipadech nisobime vstupni PSD druhou mocninou modulu komplexni kmitoctové
charakteristiky.

Tvar funkce hustoty rozdé&leni pravdépodobnosti se priichodem linedrnim systémem

nemeéni — méni se jen parametry.
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Priklad: filtrovani jedné realizace teeni vody filtrem H(z) =1 — 0.9271. Vstupni signal a
jeho PSD:

0.2

—0.2

0.5

0.4

0.3




Modul komplexni kmitoltové charakteristiky a jeho druhd mocnina:




Vystupni signal a jeho PSD:
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P¥iklad ndhodného procesu — Gaussovsky bily Sum I

V Matlabu funkce randn — jednotlivé vzorky na sob& nezavisi, funkce hustoty rozdéleni
pravdépodobnosti je dana Gaussovym rozlozenim:

p(ﬁl?) :N(ZE,ILL,O') = ———€e 202

u=0, o=1
T

u=0, o=1
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Generovani v Matlabu: x = sigma*randn(1,N) + mu
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Spektralni hustota vykonu je u bilého Sumu konstantni (proto bily):

G(e7%) = R[0]
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averaging — Welch

1.06 [ '
1.04
1.02

0.98 — —
0.96 — —
0.94 — —
0.92 — —

Pro spojity ¢as nejde Cisté bily Sum vygenerovat: pokud by G(jw) byla nenulova pro

vsechny w, mél by nekonecny vykon. ..
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Kvantovani '

Representace vzorki diskrétniho signalu x|n] neni moZna s libovolnou p¥esnosti
= kvantovani. Nejastéji zaokrouhlujeme na fixni pocet L kvantovacich hladin, které
jsou o&islované od 0 do L — 1. Pokud madme na kvantovani k disposici b bitd, L = 2°.

Uniformni kvantovani ma rovnomérné rozlozeni kvantovacich hladin ¢y ...q;—1 od
minimalni hodnoty signdlu x,,;, do maximalni hodnoty ,,4.:

T T ?‘Z 73 o Tue 7c
| g 2 | \ I., >

\k i o XWH{K
A

Kvantovaci krok A je dan:
A — Lmaxr — Lmin

L—1 ’
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pro velka L muizeme pouZit ptiblizny vztah:

Lmax — Lmin
A = :

L

Kvantovani: pro hodnotu z[n| je index nejlepsi kvantovaci hladiny dan:

iln] = arg _min |a[n] — ql,

a kvantovany signal je:
Tqn] = qifn)-
Chyba kvantovani:
eln] = z[n] — z4[n|.

muZe byt také povazovana za signal.
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llustrace na kvantovani kosinusovky z[n| = 4 cos(0.1n), L = 8:

27



Abychom zjistili, jak je signal kvantovdnim naruSen, bude dobré spoditat vykon chybového
signdlu P, a srovnat jej s vykonem uZite¢ného signdlu P,: pomér signalu k Sumu —
signal-to-noise ratio (SNR):

P

e

Pro vypocet vykonu chybového signdlu vyuZijeme teorie nahodnych procesu: nezndme

hodnoty e[n], ale vime, Ze budou v intervalu [—%, +%] a Ze budou rovnomérné rozloZené.

Funkce hustoty rozdé&leni pravdépodobnosti pro e[n| bude:
T Fz Ugf

A
A

— |

e, T

N[
NS>
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... vySka % vychdzi z toho, Ze plocha:

A
2 !
/ pe(g)dg = 1.
A

2

A
Tento proces ma nulovou stfedni hodnotu (snadno bychom zjistili, ze [ 2, gp.(g)dg = 0),
2

U R BSOS
3 %_SA 8 8 | 12

vykon bude tedy roven rozptylu:

o0 1
P.=D, = / g°pe(9)dg = / g°pe(9)dg = X

A
—00 -5
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Vypocet SNR pro kosinusovku I

amplituda A, kosinusovka ma vykon P, = ATQ
Toin = —A, Tmar = A, takzZe
2A A? 4 A? A?
A = — Pe = — = — .
L 12 12L2 3L2
Pomér signalu k Sumu:
P, A 312
SNR = 10log, b = 10logq, 52 = 101log, —
€ 3L2

Pokud mame k disposici b bitli a po¢et kvantovacich hladin L = 2°:

3 3
SNR = 10log,, 5(2’?)2 = 10log; 5 + 101ogy 22° = 1.76 + 20blog,, 2 = 1.76 + 6b dB.

Konstanta 1.76 zavisi na charakteru signalu (cos, $um), ale plati, Ze pFfidani/ubrani
jednoho bitu zlepSuje/zhorsuje SNR o 6 dB.
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P¥iklad: kosinusovky s A = 4 kvantované na L = 8 hladinach:

SNRieor =176 +3 x 6 =19.76 dB

0 —19.36 dB

SNRBZBp — 10 loglo ]7:}:_
e’ [n]

[

1
N

n—

o

Matlab: snr = 10*%1logl0 (sum(x."2) / sum(e."2))

... celkem to vychazi.
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