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Časový odhad autokorelačńıch koeficient̊u

pro ergodický náhodný proces s diskrétńım časem.

•

R̂[k] =
1

N

N−1
∑

n=0

x[n]x[n + k],

kde N je počet vzork̊u, které máme k disposici, se nazývá vychýlený odhad (biased

estimation). Když totiž odsouváme signály od sebe, odhadujeme R(k) pouze z N − k

vzork̊u. Děĺıme však stále N , takže se hodnoty ke kraj̊um budou snižovat.

•

R̂[k] =
1

N − |k|
N−1
∑

n=0

x[n]x[n + k],

je nevychýlený odhad, kdy se děĺı skutečně použitým počtem vzork̊u. Krajńı

koeficienty k → N − 1, k → −N + 1 jsou ale zat́ıženy značnou chybou (protože se k

jejich odhadu použ́ıvá málo vzork̊u!), proto dáváme p̌rednost vychýlenému odhadu.
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Spektrálńı hustota výkonu – spojitý čas

I u náhodných proces̊u nás bude zaj́ımat chováńı ve frekvenčńı oblasti, ale:

• nemůžeme použ́ıt FŘ, protože náhodné signály nejsou periodické.

• nemůžeme použ́ıt ani FT, protože náhodné signály maj́ı nekonečnou energii (FT na

tyto signály šla aplikovat, ale pouze ve speciálńıch p̌ŕıpadech)

Budeme uvažovat pouze ergodické náhodné signály, realizaci x(t).

Odvozeńı spektrálńı hustoty výkonu (power spectral density – PSD)

• definujeme interval o délce T , vezmeme pouze úsek od −T/2 do T/2:

xT (t) =







x(t) pro |t| < T/2

0 jinde
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• definujeme Fourier̊uv obraz:

XT (jω) =

∫ +∞

−∞

xT (t)e−jωtdt

• definujeme spektrálńı hustotu energie (viz p̌rednáška o FT):
∫

∞

−∞

x2
T (t)dt = . . . =

1

2π

∫

∞

−∞

XT (jω)XT (−jω)dω =

∫

∞

−∞

LT (jω)dω

LT (ω) nazýváme (dvoustranná) spektrálńı hustota energie
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LT (jω) =
|X(jω)|2

2π
• pokuśıme se “natáhnout” T až do ∞. V tomto p̌ŕıpadě by ale energie (i jej́ı hustota)

rostly nade všechny meze. Definujeme tedy (dvoustrannou) spektrálńı hustota

výkonu děleńım T (analogie P = E/T ):

GT (jω) =
LT (jω)

T

• nyńı už můžeme “natažeńı” provést a spoč́ıtat spektrálńı hustotu výkonu nejen pro

úsek délky T , ale pro celý signál:

G(jω) = lim
T→∞

GT (jω) = lim
T→∞

|XT (jω)|2
2πT

Vlastnosti G(jω)

• Pro spektrálńı funkci reálného signálu XT (jω) plat́ı:

XT (jω) = X⋆
T (−jω)

G(jω) je prakticky dána jej́ımi hodnotami na druhou, bude tedy čistě reálná a sudá.
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• Výkon náhodného procesu v intervalu [ω1, ω2] můžeme spoč́ıtat jako:

P[ω1, ω2] =

∫ ω2

ω1

G(jω)dω +

∫

−ω1

−ω2

G(jω)dω = 2

∫ ω2

ω1

G(jω)dω.

• Pro celkový sťredńı výkon náhodného signálu plat́ı:

P =

∫ +∞

−∞

G(ω)dω

• Často je ve sdělovaćı technice a = 0. Pak je sťredńı výkon roven rozptylu: P = D a

efektivńı hodnota Xef = σ.
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Wiener-Chinchinovy vztahy

Spektrálńı hustota výkonu je vázána FT s autokorelačńı funkćı R(τ) (někdy se tak dokonce

definuje – je to jednoduš̌śı než limitńı p̌rechod T → ∞):

G(jω) =
1

2π

∫ +∞

−∞

R(τ)e−jωτdτ

R(τ) =

∫ +∞

−∞

G(jω)e+jωτdω
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Spektrálńı hustota výkonu – diskrétńı čas

PSD náhodného procesu s diskrétńım časem budeme definovat p̌ŕımo pomoćı

autokorelačńıch koeficient̊u (všimněte si terminologie: autokorelačńı funkce R(τ) pro

spojitý čas, autokorelačńı koeficienty R[k] pro diskrétńı čas):

G(ejω) =
∞
∑

k=−∞

R[k]e−jωk

(jaká je zde ω kruhová frekvence ?). G(ejω) je Fourierovou transformaćı s diskrétńım

časem (DTFT) autokorelačńıch koeficient̊u. Pokud tyto odhadneme (souborový odhad,

časový odhad u ergodických), můžeme G(ejω) spoč́ıtat.

Zpětný p̌rechod od G(ejω) k autokorelačńım koeficient̊um (zpětná DTFT):

R[k] =
1

2π

∫ π

−π

G(ejω)e+jωkdω
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Pro tekoućı vodu (R[k] odhadovány z jedné realizace):
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zoom od −Fs/2 do Fs/2:
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⇒ tekoućı voda má silnou hodně výkonu okolo 700 Hz, že by rezonance trubky ?
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vlastnosti G(ejω) jsou opět dány standardńımi vlastnostmi obrazu DTFT:

• autokorelačńı koeficienty jsou reálné, proto bude pro G(ejω) platit

G(ejω) = G⋆(e−jω),

• autokorelačńı koeficienty jsou symetrické (sudé), proto bude G(ejω) všude reálná.

• z toho vyplývá, že G(ejω) bude reálná a sudá, podobně jako G(jω).

• je periodická (s periodou 2π, 1, Fs, 2πFs podle frekvence, kterou si vyberete)

protože signál je diskrétńı.

• Výkon náhodného procesu v intervalu [ω1, ω2] můžeme spoč́ıtat jako:

P[ω1, ω2] =
1

2π

∫ ω2

ω1

G(ejω)dω +
1

2π

∫

−ω1

−ω2

G(ejω)dω =
1

π

∫ ω2

ω1

G(ejω)dω.

• Pro celkový sťredńı výkon náhodného signálu plat́ı:

P =
1

2π

∫ +π

−π

G(ejω)dω
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to je ale hodnota zpětné DTFT pro k = 0:

R[0] =
1

2π

∫ π

−π

G(ejω)e+jω0dω = R[0] =
1

2π

∫ +π

−π

G(ejω)dω

takže jsme dostali vztah:

R[0] = P
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Odhad spektrálńı hustoty výkonu G(ejω) pomoćı DFT

Máme-li k disposici realizaci náhodného procesu x[n] o N vzorćıch, můžeme PSD

odhadnout pomoćı Diskrétńı Fourierovy transformace (DFT – to je ta, co se jako jediná dá

slušně spoč́ıtat), pro p̌ripomenut́ı:

X[k] =

N−1
∑

n=0

x[n]e−j 2π
N

kn

G(ejω) dostaneme pouze pro diskrétńı frekvence: ωk = 2π
N

k:

Ĝ(ejωk) =
1

N
|X[k]|2.

Tento odhad bývá někdy velice nespolehlivý (zašuměný), proto se často využ́ıvá Welchova

metoda – pr̊uměrováńı odhadu PSD p̌res několik časových úsek̊u:

• Signál rozděĺıme na M úsek̊u po N prvćıch a pro každý spoč́ıtáme DFT:

Xm[k] =

N−1
∑

n=0

xm[n]e−j 2π
N

kn pro 0 ≤ m ≤ M − 1
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• Odhad PSD spoč́ıtáme:

ĜW (ejωk) =
1

M

M−1
∑

m=0

1

N
|Xm[k]|2.
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Ukázka pro odhad PSD z jednoho 320-vzorkového segmentu a z 1068 takových segment̊u:
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⇒ odhad źıskaný pr̊uměrováńım je mnohem hladš́ı.
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Pr̊uchod náhodných signál̊u lineárńımi systémy

• spojitý čas: lineárńı systém má komplexńı kmitočtovou charakteristiku H(jω). Pro

vstupńı signál se spektrálńı hustotou výkonu Gx(jω) je výstupńı spektrálńı hustota

výkonu dána:

Gy(jω) = |H(jω)|2Gx(jω)

• diskrétńı čas: lineárńı systém má komplexńı kmitočtovou charakteristiku H(ejω). Pro

vstupńı signál se spektrálńı hustotou výkonu Gx(ejω) je výstupńı spektrálńı hustota

výkonu dána:

Gy(ejω) = |H(ejω)|2Gx(ejω)

V obou p̌ŕıpadech násob́ıme vstupńı PSD druhou mocninou modulu komplexńı kmitočtové

charakteristiky.

Tvar funkce hustoty rozděleńı pravděpodobnosti se pr̊uchodem lineárńım systémem

neměńı – měńı se jen parametry.
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Př́ıklad: filtrováńı jedné realizace tečeńı vody filtrem H(z) = 1 − 0.9z−1. Vstupńı signál a

jeho PSD:
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Modul komplexńı kmitočtové charakteristiky a jeho druhá mocnina:
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Výstupńı signál a jeho PSD:
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Př́ıklad náhodného procesu – Gaussovský b́ılý šum

V Matlabu funkce randn – jednotlivé vzorky na sobě nezáviśı, funkce hustoty rozděleńı

pravděpodobnosti je dána Gaussovým rozložeńım:

p(x) = N (x; µ, σ) =
1

σ
√

2π
e−

[x−µ]2

2σ2
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Generováńı v Matlabu: x = sigma*randn(1,N) + mu
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Autokorelačńı koeficienty:

R[0] = µ2 + D, R[k] = µ2 pro k 6= 0
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Spektrálńı hustota výkonu je u b́ılého šumu konstantńı (proto b́ılý):

G(ejω) = R[0]
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Pro spojitý čas nejde čistě b́ılý šum vygenerovat: pokud by G(jω) byla nenulová pro

všechny ω, měl by nekonečný výkon. . .
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Kvantováńı

Representace vzork̊u diskrétńıho signálu x[n] neńı možná s libovolnou p̌resnost́ı

⇒ kvantováńı. Nejčastěji zaokrouhlujeme na fixńı počet L kvantovaćıch hladin, které

jsou oč́ıslované od 0 do L − 1. Pokud máme na kvantováńı k disposici b bit̊u, L = 2b.

Uniformńı kvantováńı má rovnoměrné rozložeńı kvantovaćıch hladin q0 . . . qL−1 od

minimálńı hodnoty signálu xmin do maximálńı hodnoty xmax:

Kvantovaćı krok ∆ je dán:

∆ =
xmax − xmin

L − 1
,
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pro velká L můžeme použ́ıt p̌ribližný vztah:

∆ =
xmax − xmin

L
.

Kvantováńı: pro hodnotu x[n] je index nejlepš́ı kvantovaćı hladiny dán:

i[n] = arg min
l=0...L−1

|x[n] − ql|,

a kvantovaný signál je:

xq[n] = qi[n].

Chyba kvantováńı:

e[n] = x[n] − xq[n].

může být také považována za signál.
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Ilustrace na kvantováńı kosinusovky x[n] = 4 cos(0.1n), L = 8:
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Abychom zjistili, jak je signál kvantováńım narušen, bude dobré spoč́ıtat výkon chybového

signálu Pe a srovnat jej s výkonem užitečného signálu Ps: poměr signálu k šumu –

signal-to-noise ratio (SNR):

SNR = 10 log10

Ps

Pe

[dB].

Pro výpočet výkonu chybového signálu využijeme teorie náhodných proces̊u: neznáme

hodnoty e[n], ale v́ıme, že budou v intervalu [−∆
2 , +∆

2 ] a že budou rovnoměrně rozložené.

Funkce hustoty rozděleńı pravděpodobnosti pro e[n] bude:
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. . . výška 1
∆ vycháźı z toho, že plocha:

∫ ∆
2

−
∆
2

pe(g)dg
!
= 1.

Tento proces má nulovou sťredńı hodnotu (snadno bychom zjistili, že
∫

∆
2

−
∆
2

gpe(g)dg = 0),

výkon bude tedy roven rozptylu:

Pe = De =

∫

∞

−∞

g2pe(g)dg =

∫ ∆
2

−
∆
2

g2pe(g)dg =
1

∆

[

g3

3

]

∆
2

−
∆
2

=
1

3∆

(

∆3

8
+

∆3

8

)

=
∆2

12
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Výpočet SNR pro kosinusovku

amplituda A, kosinusovka má výkon Ps = A2

2

xmin = −A, xmax = A, takže

∆ =
2A

L
Pe =

∆2

12
=

4A2

12L2
=

A2

3L2
.

Poměr signálu k šumu:

SNR = 10 log10

Ps

Pe

= 10 log10

A2

2
A2

3L2

= 10 log10

3L2

2
.

Pokud máme k disposici b bit̊u a počet kvantovaćıch hladin L = 2b:

SNR = 10 log10

3

2
(2b)2 = 10 log10

3

2
+ 10 log10 22b = 1.76 + 20b log10 2 = 1.76 + 6 b dB.

Konstanta 1.76 záviśı na charakteru signálu (cos, šum), ale plat́ı, že p̌ridáńı/ubráńı

jednoho bitu zlepšuje/zhořsuje SNR o 6 dB.
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Př́ıklad: kosinusovky s A = 4 kvantované na L = 8 hladinách:

SNRteor = 1.76 + 3 × 6 = 19.76 dB

SNRexp = 10 log10

1

N

N−1
∑

n=0

s2[n]

1

N

N−1
∑

n=0

e2[n]

= 19.36 dB

Matlab: snr = 10*log10 (sum(x.^2) / sum(e.^2))

. . . celkem to vycháźı.
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